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Аннотация. Рассматривается характеристический полином системы управления с интервальными коэффициента-
ми. В них входят изменяющиеся в известных пределах параметры объекта управления и постоянные параметры 
модального робастного регулятора, которыми необходимо обеспечить и сохранять в системе монотонные переход-
ные процессы допустимой длительности. Для их получения интервальная система должна иметь робастную степень 
апериодической устойчивости, определяемую правой границей отрезка доминирующего вещественного полюса при 
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Abstract. The paper considers the characteristic polynomial of a control system with interval coefficients. They include pa-
rameters of the control object changing within known limits and constant parameters of the modal robust controller, which 
are necessary to ensure and maintain monotonic transient processes of admissible duration in the system. To obtain them, 
the interval system must have a robust degree of aperiodic stability determined by the right boundary of the segment of the 
dominant real pole under the condition of the reality of all other poles. The solution to the problem of obtaining a monotonic 
transient process is based on dividing the parameters of the modal robust controller into free and dependent ones. Depend-
ent parameters define the segment of the dominant pole, and free ones arrange the segments of the remaining poles in a giv-
en region based on the A-partition method. 
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Введение 

Задача синтеза динамических регуляторов си-

стем автоматического управления (САУ) в услови-

ях параметрических возмущений заключается в 

получении переходных процессов с допустимыми 

показателями качества [1–3]. Такими, как правило, 

являются апериодические переходные процессы. 

При этом для ряда САУ промышленными объекта-

ми стремятся получить строго апериодические 

(монотонные) переходные процессы заданной дли-

тельности [4]. В них отсутствуют не только коле-

бания, но и перерегулирование, что часто необхо-

димо для определенных технологических процес-

сов. Так как вид переходного процесса определяет-

ся расположением полюсов САУ на комплексной 

плоскости, для получения требуемого вида пере-

ходного процесса применяют модальный (корне-

вой) метод [5]. Для стационарных САУ указанная 

задача может быть решена на основе модального 

подхода, при котором монотонные переходные 

процессы в системе обеспечиваются вещественно-

стью всех ее полюсов. При этом для получения 

требуемого времени переходного процесса необхо-

димо задать соответствующий доминирующий ве-

щественный полюс и отодвинуть от него в желае-

мые точки все другие вещественные полюса. Рас-

положить указанным образом все полюса стацио-

нарной системы можно модальным регулятором 

полного порядка, у которого число параметров 

равно порядку системы, или регулятором пони-

женного порядка [6, 7].   

Известно, что реальные САУ являются, как пра-

вило, нестационарными, их параметры изменяются 

по заранее неизвестным законам в определенных 

диапазонах. Для таких САУ разработаны различ-

ные методы синтеза робастных регуляторов на ос-

нове интервальных характеристических полиномов 

систем [8–11]. При этом следует выделить работы 

[12–15], где для нестационарных САУ разработаны 

методики синтеза робастных регуляторов аперио-

дической степени устойчивости. Однако особый 

интерес представляет получение в интервальных 

нестационарных САУ монотонных переходных 

процессов. Так, в [16] разработана методика синте-

за модального робастного регулятора (МРР) полно-
го порядка по выходу для системы с интервально-

неопределенными параметрами. Однако такая ме-

тодика подходит главным образом для систем низ-

кого порядка. В случае же интервальной системы 

высокого порядка может быть применен подход из 

[7, 17] и на основе принципа доминирующих полю-

сов и метода D-разбиения [18] синтезирован МРР 

пониженного порядка по выходу, одна группа па-

раметров которого управляет локализацией доми-

нирующих полюсов, а другая – размещением всех 

остальных полюсов системы. 
 
Постановка задачи 

Пусть САУ с нестационарным объектом управ-

ления (ОУ) и МРР по сигналу отклонения пред-

ставлена структурной схемой, приведенной на 

рис. 1. 

 
Рис. 1.  Структура САУ с МРР 
Fig. 1.  Structure of automatic control system with modal 

robust controller 

В общем виде МРР имеет передаточную функ-

цию W(p)=C(p)/D(p), коэффициентами которой яв-

ляются настраиваемые параметры регулятора. Вме-

сте с интервальными параметрами нестационарно-

го ОУ они входят в коэффициенты характеристиче-

ского полинома системы. На основе правил интер-

вальной математики приведем этот полином к ин-

тервальному виду [10], когда его коэффициенты 

задаются числовыми интервалами. 

Многогранник интервальных коэффициентов 

характеристического полинома в общем случае 

является гиперпараллелепипедом Pa. Для САУ вто-

рого порядка, характеристический полином кото-

рой имеет три интервальных коэффициента, такой 

многогранник показан на рис. 2.  

При отображении Pa на корневую плоскость об-

разуются замкнутые области локализации корней 

полинома [19]. Очевидно, что для гарантирования в 

системе монотонного переходного процесса все 
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области локализации корней должны быть отрез-

ками на вещественной оси. При этом, согласно 

[20], для обеспечения допустимого времени моно-

тонного переходного процесса следует обеспечить 

расположение доминирующего корня в заданном 

отрезке и отодвинуть от него отрезки остальных 

корней (рис. 3).  

 
Рис. 2.  Область возможных значений коэффициентов 

полинома 
Fig. 2.  Range of possible values of the polynomial coeffi-

cients 

 
Рис. 3.  Расположение отрезков вещественных корней 
Fig. 3.  Location of segments of real roots 

Приведем интервальное характеристическое 

уравнение системы к виду 


=

=+
r

i

ii pBpAk
1

0)()( ,        (1) 

где ki, i=1,2,…,r – параметры МРР, значения кото-

рых необходимо выбрать так, чтобы обеспечить 

требуемое расположение отрезков полюсов, Ai(p), 

i=1,2,…,r, B(p) – полиномы с интервальными коэф-

фициентами.  

Следуя методике [7], параметры регулятора 

k1,k2,…kr, являющиеся коэффициентами полиномов 

C(p) и D(p), разобьем на две группы. В первую 

включим один или два параметра, которые назовем 

свободными. С их помощью будем обеспечивать 

размещение отрезков свободных полюсов в желае-

мой области, используя метод А-разбиения [21]. 

При помощи метода А-разбиения на основе полу-

чаемой границы желаемой области отрезков сво-

бодных полюсов формируется параметрическая 

область, внутри которой выбираются значения сво-

бодных параметров регулятора. 

Поскольку отрезок доминирующего полюса 

имеет две границы, во вторую группу параметров 

МРР включим два параметра и назовем их зависи-

мыми. Их значения будут рассчитываться после 

выбора свободных параметров регулятора из усло-

вия, чтобы границы отрезка доминирующего полю-

са системы приняли предписанные значения.  

Таким образом, вектор T

rkkg ),...,( 1=  парамет-

ров МРР оказывается разбитым на два вектора: 

вектор T

ckkg ),...,( 11 =  свободных параметров раз-

мерностью c=1 или c=2 и вектор 
2 1 2( , )T

c cg k k+ +=  

зависимых параметров размерностью два. То есть 

r=c+2. С учетом сказанного характеристическое 

уравнение (1) системы преобразуем к виду 

2

1 1

( ) ( ) ( ) 0
c c

i i i i

i i c

k A p k A p B p
+

= = +

 +  + =  .     (2) 

Окончательно задачу данной работы сформули-

руем следующим образом. Задано уравнение си-

стемы вида (2), имеющее степень n. Необходимо 

найти значения C свободных и двух зависимых па-

раметров МРР, при которых заданные границы до-

минирующего полюса системы принимают пред-

писанные значения j, j=1,2, а свободные полюса 

лежат слева от заданной на вещественной отрица-

тельной полуоси точки. 
 
Правило определения прообразов границ  
отрезков вещественных полюсов 

Параметрический многогранник Pa характери-

стического полинома системы – это гиперпаралле-

лепипед с вершинами, координатами которых яв-

ляются предельные значения интервальных коэф-

фициентов. Для определения тех из них, которые 

отображаются на границы доминирующего отрез-

ка, получено следующее правило. 

Правило. Вершины многогранника интерваль-

ных коэффициентов, являющиеся прообразами 

границ отрезков вещественных полюсов, имеют 

чередующиеся координаты, причем у правых гра-

ниц нечетных отрезков, считая от мнимой оси, ко-

ординаты чередуются, начиная с минимального 

значения коэффициента 
0a , а у правых границ чет-

ных отрезков – начиная с 
0a . Левые границы всех 

отрезков имеют координаты, противоположные 

координатам для правых границ. 

Доказательство этого правила основано на 

уравнениях углов выхода ветвей корневых годо-

графов из действительных полюсов, полученных из 
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основного уравнения фаз, а также свойстве ветвей 

корневых годографов находиться в тех частях дей-

ствительной оси, справа от которых расположено 

нечетное общее число действительных нулей и по-

люсов разомкнутой системы [22]. 
 
Выражение зависимых параметров МРР  
через свободные параметры 

Пусть ММР имеет один свободный и два зави-

симых параметра. Представим характеристическое 

уравнение системы с таким регулятором в виде 

3

1 1

2

( ) ( ) ( ) 0i i

i

k A s k A s B s
=

 +  + = ,   (3) 

где k1 – свободный параметр, k2, k3 – зависимые 

параметры. На основе сформулированного выше 

правила на правую границу 1 доминирующего от-

резка системы отображается вершина 

1 0 1 2 3( , , , ,...)V a a a a= , а на левую границу 2 – вер-

шина 2 0 1 2 3( , , , ,...)V a a a a= . Сделаем в уравнении (3) 

подстановку s=j, j=1,2 и соответствующих j ко-

ординат вершин Vq, q=1,2,  многогранника Pa. 

В результате получим два уравнения: 

1 1 1

3

1 1 1 1 1

2

( ) ( ) ( ) 0,
i

V V V

i

i

k A k A B  
=

 +  + =     (4) 

2 2 2

3

1 1 2 2 2

2

( ) ( ) ( ) 0.
i

V V V

i

i

k A k A B  
=

 +  + =    (5) 

Уравнения (4) и (5) связывают параметры ki, 

i=1,2,3 регулятора с заданными границами домини-

рующего отрезка j, j=1,2 в соответствующих вер-

шинах Vq, q=1,2 многогранника Pa. Представим 

уравнения (4) и (5) в матричной форме 

 )()()( 1212111 λRgλQλQ =+k ,   (6) 

где  

1 11

2 22

1

2

2 1 3 11 1

11 12

2 2 3 21 2

2 1

2 1

3 2

( ) ( )( )
) ; ( ) ;

( ) ( )( )

( )
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( )

V VV

V VV
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V

A AA

A AA

k B

k B

 

 





  
= =   

   

 − 
= =   

−   

Q (λ Q λ

g R λ

 

Из (6) выразим вектор зависимых параметров k2, 

k3 регулятора через свободный параметр k1 

 111

1

121

1

122 )()()()( k−= −−
λQλQλRλQg .     (7) 

При синтезе регулятора может случиться так, 

что одним свободным параметром МРР не удается 

отодвинуть свободные полюса от доминирующего 

отрезка за заданную границу. Для решения этой 

проблемы следует добавить в МРР второй свобод-

ный параметр. Выразим у такого регулятора два 

зависимых параметра через два свободных. Для 

этого представим характеристическое уравнение 

системы в виде 

2 4

1 3

( ) ( ) ( ) 0i i i i

i i

k A s k A s B s
= =

 +  + =  .        (8) 

Подставим в (8) значения границ доминирую-

щего отрезка и координат соответствующих вер-

шин Pa 

 1 1 1

2 4

1 1 1

1 3

( ) ( ) ( ) 0
i

V V V

i i i

i i

k A k A B  
= =

 +  + =  ,   (9) 

 2 2 2

2 4

2 2 2

1 3

( ) ( ) ( ) 0
i

V V V

i i i

i i

k A k A B  
= =

 +  + =  . (10) 

Запишем уравнения (9) и (10) в матричном виде: 

)()()( 1212111 λRgλQgλQ =+ .         (11) 

где  

   
1

2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1 2 2 3 4

1
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2
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Из (11) выразим вектор g2=[k3 k4]
T через вектор 

g1=[k1 k2]
T  

1 1

2 12 1 12 11 1( ) ( ) ( ) ( ) g− −=  −  g Q λ R λ Q λ Q λ .    (12) 

 
Определение области свободных параметров 
МРР на основе А-разбиения 

Обеспечить одним свободным параметром МРР 

расположение отрезков всех свободных полюсов 

левее желаемой точки на отрицательной веще-

ственной полуоси, как правило, затруднительно. 

В этом случае следует добавить в регулятор второй 

свободный параметр. Поиск двух свободных пара-

метров МРР будем проводить на основе робастного 

А-разбиения. Согласно приведенному выше прави-

лу проверочной вершиной для этого является пра-

вая вершина второго отрезка с координатами

1 0 1 2 3 4( , , , , )V a a a a a= , отображающаяся на грани-

цу области расположения свободных отрезков. 
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Для построения области А-разбиения по двум 

параметрам сформируем на основе характеристи-

ческого полинома D(s,k) систему двух уравнений 

( , ) 0,

( , )
0.

D s k

dD s k

ds

=

=
            (13) 

Пусть  

1 1 1

2 4

1 3

( , )
( ) ( ) ( ).

i i

V V V

i i

i i

dD s k
k C s k C s F s

ds = =

=  +  +    

Тогда система (13) будет иметь вид 

 

1 1 1

1 1 1

2 4

1 3

2 4

1 3

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) 0.

i i

i i

V V V

i i

i i

V V V

i i

i i

k A s k A s B s

k C s k C s F s

= =

= =

 +  + =

 +  + =

 

     (14) 

В качестве границы А-разбиения зададим выра-

жение s()=–h–, 0<∞, где s=–h является точкой 

на вещественной оси, ограничивающей справа рас-

положение свободных отрезков. С учетом того, что 

g1=[k1 k2]
T и g2=[k3 k4]

T, запишем систему (14) в 

матричной форме  

21 1 22 2 2( ) ( ) ( )   + =Q g Q g R ,    (15) 

где 

1 1

1 2

1 1

1

1 1

3 4

1 1

3

1

1

21

2

22

4

2

( ) ( )
( ) ;

( ) ( )

( ) ( )
( ) ;

( ) ( )

( )
( ) .

( )

V V

V V

V V

V V

V

V

A A

C C

A A

C C

B

F

 


 

 


 






 
=  

  

 
=  

  

 −
=  

− 

Q

Q

R

 

Далее из уравнений (11) и (15) составим систему  

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ).  

+ =

+ =

Q λ g Q λ g R λ

Q g Q g R          (16) 

Из первого уравнения системы (16) выразим 

вектор g2 зависимых параметров 

111

1

121

1

122 )()()()( gλQλQλRλQg −= −−
.    (17) 

Уравнение границы D-разбиения найдем из вто-

рого уравнения системы (16) с учетом (17) 

1

1

2

1
1

21 22 12 11

1

2 22 12 1

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

k

k





 

 

−
−

−

 
= = 

 

 = −    

  −   

g

Q Q Q λ Q λ

R Q Q λ R λ    (18) 

Для построения кривой А-разбиения в плоско-

сти свободных параметров МРР необходимо в (17) 

задавать значения 0<∞ и находить для каждого 

из них значения k1 и k2. 
 
Методика параметрического синтеза МРР 

На основе проведенных исследований для си-

стем с интервальными параметрами разработана 

методика параметрического синтеза МРР, обеспе-

чивающих в системе монотонные переходные про-

цессы. Методика содержит следующие этапы. 

1. Разделение параметров МРР на зависимые и 

свободные. 

2. Задание значений i, i=1,2 границ отрезка доми-

нирующего полюса системы и уравнения  

s()=–– границы желаемой области локали-

зации отрезков свободных полюсов.  

3. Представление интервального характеристиче-

ского полинома системы в виде (3) или (8), со-

ответствующем заданному числу свободных па-

раметров МРР. 

4. Формирование необходимых для синтеза регу-

лятора матриц Q11(),Q12() и вектора R1(). 

5. Формирование необходимых для А-разбиения 

матриц Q21(),Q22(), и вектора R2(). 

6. Построение на основании выражения (18) обла-

сти А-разбиения. 

7. Выбор значений свободных параметров МРР из 

полученных в п. 6 области. 

8. Расчет двух зависимых параметров МРР на ос-

нове выражений (7) при одном свободном пара-

метре или (12) при двух свободных параметрах. 

9. Проверка полученных результатов построением 

многопараметрического интервального корне-

вого годографа системы с синтезированным ре-

гулятором. 
 
Заключение 

В результате проведенных исследований для 

САУ с интервальными параметрами разработана 

методика параметрического синтеза МРР пони-

женного порядка. Он обеспечивает локализацию 

всех полюсов САУ в вещественных отрезках и их 

расположение, соответствующее монотонному пе-

реход процессу системы.  
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Исследования показали, что для этого МРР 

должен содержать два зависимых параметра, зада-

ющих границы доминирующего отрезка, и один 

или два свободных параметра, гарантирующих вы-

полнение принципа доминирующих полюсов. 

Если в качестве МРР использовать типовые ли-

нейные ПИ- и ПИД-регуляторы, количество разде-

ляемых на группы настраиваемых параметров МРР 

будет равно, соответственно, двум и трем. В этом 

случае при параметрическом синтезе МРР по раз-

работанной выше методике может возникнуть про-

блема, вызванная нехваткой параметров регулятора 

для желаемого расположения отрезков полюсов 

САУ. Решить эту проблему можно, оставив неза-

крепленной левую границу доминирующего отрез-

ка САУ. Такое решение позволит уменьшить число 

зависимых параметров МРР до одного. Для этого в 

процедуре параметрического синтеза регулятора 

необходимо в выражениях (6) и (11) вектор g2 зави-

симых параметров заменить на скаляр. 

Анализируя полученные результаты, следует 

также отметить, что в случае затруднений при по-

лучении желаемого размещения отрезков полюсов 

САУ есть возможность перераспределить парамет-

ры МРР между группами свободных и зависимых 

параметров и повторить процедуру параметриче-

ского синтеза регулятора. 

Используемый в работе при синтезе МРР пере-

ход от интервальных параметров нестационарного 

объекта управления к интервальным коэффициен-

там характеристического полинома САУ приводит 

к консерватизму получаемого решения. Объясняет-

ся это тем фактом, что для желаемого размещения 

отрезков полюсов САУ допускается независимое 

изменение коэффициентов полинома при измене-

нии входящих в эти коэффициенты параметров 

объекта. Для повышения точности параметриче-

ского синтеза МРР следует использовать характе-

ристический полином САУ с аффинной интерваль-

ной неопределенностью его коэффициентов. При 

этом необходимо рассматривать реальную область 

параметрических возмущений, являющуюся много-

гранником интервальных параметров объекта 

управления. 
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