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Аннотация. Применение цифровых двойников в задачах управления электроприводами обусловлено постоянно 
возрастающими требованиями к качеству переходных процессов. Цифровой двойник динамической системы пред-
ставляет собой дискретную модель, применение которой всегда влечет за собой некоторую потерю точности и по-
явление искажений в частотной области. Математические модели кабельных линий характеризуются относительно 
малыми постоянными времени, что накладывает условия на выбор частоты дискретизации согласно требованиям, 
предъявляемым теоремой Котельникова–Шеннона. Однако на практике выбор периода дискретизации ограничива-
ется вычислительной мощностью цифрового сигнального процессора. Вследствие этого целью статьи является 
определение границ применимости в частотной области существующих способов перехода в Z-область методом 
аналоговых прототипов путем проведения сравнительного анализа погрешности аппроксимации частотных харак-
теристик аналогового прототипа цифровыми моделями RLC-фильтра низких частот для каждого из способов. Уста-
новлено, что увеличение периода дискретизации ведет к расхождению между цифровыми моделями и их аналого-
выми прототипами в интегральном смысле на всей области частот. Кроме того, это приводит к потере информации 
о таких физических процессах в реальной системе, как резонанс или изменение фазы сигнала на выходе динамиче-
ской системы. Для большинства инженерных задач может быть рекомендован метод Тастина при соответствующих 
допущениях о стационарности динамической системы. Однако при появлении признаков нестационарности или 
повышенных требованиях к конструированию регуляторов, по мнению авторов, стоит обратить внимание на ана-
литические модели динамических систем.  

Ключевые слова: цифровая модель, фильтр низких частот, Z-преобразование, частотные характеристики, метод 
Тастина, интегральная погрешность, длинный кабель 
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Abstract. The use of digital twins in electric drive control tasks is driven by ever-increasing requirements for the quality of 
transient processes. The digital twin of a dynamic system is a discrete model, the use of which always entails some loss of 
accuracy and the appearance of distortions in the frequency domain. Mathematical models of cable lines are characterized by 
relatively small time constants, which imposes conditions on the choice of sampling frequency in accordance with the re-
quirements imposed by the Kotelnikov–Shannon theorem. However, in practice, the choice of sampling period is limited by 
the processing power of the digital signal processor. As a result, the aim of the paper is to determine the limits of applicability 
in the frequency domain of existing methods of transition to the Z-region using the analog prototype method by conducting a 
comparative analysis of the error in approximating the frequency characteristics of the analog prototype with digital models 
of the RLC low-pass filter for each of the methods. It was established that an increase in the sampling period leads to a dis-
crepancy between digital models and their analogue prototypes in an integral sense over the entire frequency range. In addi-
tion, this leads to the loss of information about such physical processes in a real system, as resonance or a change in the phase 
of the signal at the output of a dynamic system. For most engineering problems, the Tustin method can be recommended un-
der appropriate assumptions about the stationarity of the dynamic system. However, if signs of non-stationarity appear or 
increased requirements for the design of regulators, according to the authors, it is worth paying attention to analytical mod-
els of dynamic systems. 
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Введение 

Электрическим приводом в настоящее время 

оборудовано большинство технологических уста-

новок в мире. При этом непрерывное повышение 

сложности технологических процессов произ-

водств влечет за собой постоянный рост требова-

ний к качеству переходных процессов и алгорит-

мам управления электроприводов. Одним из типо-

вых требований к электроприводу в современной 

технике является прогнозируемость его работы в 

условиях изменяющегося режима технологическо-

го процесса [1], а также при флуктуациях внутрен-

них параметров самого электропривода: изменение 

сопротивления и индуктивности, момента инерции, 

появление различных дефектов. С точки зрения 

классической теории автоматического управления 
электропривод является не только нелинейным, но 

и нестационарным объектом. 

Обеспечение соответствия автоматизированного 

электропривода требованиям современных техно-

логических процессов можно достичь, по мнению 

ряда ученых [2–4], путем применения цифровых 

двойников [5] электропривода. На сегодняшний 

день цифровые двойники электродвигателей нахо-

дят применение в системах управления [6, 7], в том 

числе в нестационарных и нетиповых режимах [8], 

задачах идентификации электропривода, например, 

при построении наблюдателей состояния на основе 

адаптивных систем с эталонной моделью [9, 10], 

для поиска неисправностей и прогнозирования 

жизненного цикла электродвигателя [11, 12]. 

Цифровой двойник, как правило, представляет 

собой дискретную (цифровую) модель реального 

динамического объекта, имеющего с ним систему 
двусторонней телеметрии. Цифровая модель дина-

мической системы может быть построена как пря-
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мым синтезом цифровых фильтров, так и с приме-

нением метода аналоговых прототипов [1]. Во вто-

ром случае математическая модель объекта в опе-

раторной форме приводится к разностному виду 

путем замены оператора Лапласа p на дробно-

рациональное выражение от комплексной перемен-

ной z, то есть применяется Z-преобразование. Од-

нако такой подход может привести к потере точ-

ностных свойств модели реального объекта. 

Кроме того, характерным недостатком дискрет-

ных моделей является появление искажений в ча-

стотной области, связанных с выбором частоты 

дискретизации по условию запаса относительно 

частоты Найквиста согласно требованиям теоремы 

Котельникова–Шеннона [13]. Модели некоторых 

компонентов электротехнических комплексов, та-

ких как, например, длинная кабельная линия [14], 

импульсные системы с резонансными преобразова-

телями [15], могут характеризоваться достаточно 

малыми постоянными времени по сравнению с мо-

делями электромеханических систем, в то время 

как выбор периода дискретизации, как правило, 

ограничен вычислительными ресурсами цифрового 

сигнального процессора. Следовательно, при по-

строении цифровых моделей объектов электротех-

нических систем необходимо иметь представление 

о границах применимости в частотной области ме-

тодов Z-преобразования при их применении к ана-

логовым прототипам динамических систем. 
 
Постановка задачи и методы исследования 

Рассмотрим интегро-дифференциальное урав-

нение RLC-фильтра нижних частот (ФНЧ) (рис. 1) 

и применим к нему преобразование Лапласа при 

нулевых начальных условиях при G→0: 

1
( ) ( ) ( ) ( ),U p pLI p RI p I p

pC
= + +        (1)  

где p – оператор Лапласа; L – индуктивность филь-

тра, Гн; R – активное сопротивление фильтра, Ом; 

C – емкость фильтра, Ф; u(t), U(p) – входное 

напряжение, В; i(t), I(p) – ток в цепи, А. 

uC(t)С

LR

i(t)

u(t) G

 
Рис. 1.  Принципиальная электрическая схема RLC-

фильтра нижних частот 
Fig. 1.  Schematic electrical circuit of the RLC low-pass filter 

Получим передаточную функцию W(p) ФНЧ по 

входному напряжению: 

2

1

( )( ) 1
,  ,

1 1( ) ( )

1
( ) .

1

CU pI p pC

U p U p
pL R pL R

pC pC

W p
p LC pRC

= =

+ + + +

=
+ +

  

(2)

 

В качестве объекта исследования будем рас-

сматривать нефтепогружной кабель КПБК-90 3x16, 

параметры схемы замещения которого при длине 

1 км равны: R=1,204 Ом, L=300,676∙10–6 Гн, 

C=2,125∙10–7 Ф. Поскольку уравнение электриче-

ского равновесия нефтепогружного кабеля по вто-

рому закону Кирхгофа может быть описано выра-

жением (1), он может рассматриваться в качестве 

RLC-фильтра нижних частот. 

Цифровая модель динамической системы может 

быть получена методом аналоговых прототипов 

путем замены оператора Лапласа p на дробно-

рациональное выражение от оператора временной 

задержки z–1. Наиболее распространенными подхо-

дами к построению цифровых моделей динамиче-

ских объектов на основе метода аналоговых прото-

типов являются: метод левой разности, метод пра-

вой разности и билинейное преобразование (метод 

Тастина) соответственно [1]: 

1 1 1

ЛР ПР БП1 1

1 1 2 1
,  ,  ,

1

z z z
p p p

t z t t z

− − −

− −

− − −
= = =
    +

 

где t  – период дискретизации, с. 

Билинейное преобразование (метод Тастина) 

получено путем разложения натурального лога-

рифма 
1

ln( )p z
t

=


 в ряд Тейлора до первого члена. 

Рассмотрим также влияние увеличения количества 

членов ряда до двух на поведение цифровой моде-

ли в частотной области – расширенная билинейная 

аппроксимация: 

3 3

РБ 1 2 3

2 1 1 1 2 4
.

1 3 1 3 9 9 3

z z z
p

t z z t z z z

−

− − −

 − − − 
= + =  
 + +  + + +   

 

Цифровые передаточные функции для методов 

левой и правой разностей, Тастина и расширенной 

билинейной аппроксимации соответственно: 

( )

( )

2 2

ЛР 1

2 2

( ) ,
2

z t
W z

LC z RC t LC

z LC t RC t

−

−

−


=
 +  − +
 
 +  − 
 

       (3) 

( )

( )

2

ПР 2

1 2

( ) ,

2

t
W z

LC RC t t

z RC t LC z LC− −


=
 +  +  −
 
 −  + + 

           (4) 
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( )
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РБ
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( )

,

W z

a a z a z a z a z a z a z

b b z b z b z b z b z b z
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(6)

 

где 

2 2 2

0 1 2

2 2 2 2

3 4 5 6

2 2

0 1

2 2

2 3

2 2

4 5

2

6

9 ,  54 ,  135 ,

180 ,  135 ,  54 ,  9 ,

9 24 64 ,  54 72 ,

135 72 ,  180 128 ,

135 72 ,  54 72 ,

9 24 .

a t a t a t

a t a t a t a t

b t RC t LC b t RC t

b t RC t b t LC

b t RC t b t RC t

b t RC t

=  =  = 

=  =  =  = 

=  +  + =  + 

=  +  =  −

=  −  =  − 

=  − 
 

Проведем анализ частотных характеристик 

цифровых моделей ФНЧ для каждого из методов и 

сравним с эталонной непрерывной моделью. Эта-

лонные амплитудно-частотная характеристика 

(АЧХ), логарифмическая АЧХ (ЛАЧХ) и фазо-

частотная характеристика (ФЧХ) построены со-

гласно следующим выражениям: 

( )
эт 2

эт

1
( ) ( ) ,  

1

( ) arg ( ),

A W j
j LC j RC

W j

 
 

  

= =
+ +

=

 

где ω – угловая частота, рад/c. 

Частотные характеристики цифровых моделей 

были получены заменой z=e
jωΔt

: 

 ω

дискр дискр(ω) ( ) ,j tA W e =           (7) 

 ω

дискр дискр ( ) arg ( ),j tW e  =             (8) 

где Wдискр – цифровая передаточная функция со-

гласно уравнениям (3)–(6). 

Определение границ просмотра частотных ха-

рактеристик выполним на основе анализа корней 

характеристического уравнения передаточной 

функции (2). Корни характеристического уравне-

ния колебательного контура имеют вид  

p1,2=–±jрез, где рез – резонансная угловая частота 

ФНЧ. Границы просмотра положим: [min;max], где 

min рез

1
,

32
 =  max=32 рез. 

( )

2

2

1,2

1 0,

4
2002 125087.

2

p LC pRC

RC RC LC
p j

LC

+ + =

−  −
= = − 

 

Как видно из формул (7), (8), частотные харак-

теристики цифровых моделей зависят от периода 

дискретизации t. Проведем сравнительный анализ 

частотных характеристик для периодов дискрети-

зации в окрестности наименьшей постоянной вре-

мени ФНЧ – периода резонансной частоты 

рез

рез

2 2
50,23

125087
T

 


= = =  мкс (рис. 2–7): 

1 рез

1
3,14

16
t T = =

 
мкс, 

2 рез

1
8,4

6
t T = =  мкс.  

В настоящее время аналого-цифровые преобразо-

ватели (АЦП) последовательного приближения поз-

воляют выполнять измерения с частотой дискретиза-

ции 1 МГц, что соответствует периоду дискретизации 

1 мкс [16]. На практике в цифровых системах управ-

ления электроприводов частота дискретизации сигна-

лов составляет порядка 5–20 кГц [17], что соответ-

ствует периоду дискретизации 200–50 мкс. Для про-

ведения сравнительного анализа частотных характе-

ристик при различных периодах дискретизации по-

ложим t3=50 мкс. Частотные характеристики для 

третьего случая изображены на рис. 8–10. 
 
Амплитудно- и фазо-частотные  
характеристики цифровых моделей ФНЧ 

 
Рис. 2.  АЧХ RLC фильтра нижних частот при t1=3.14 мкс 
Fig. 2.  Amplitude frequency characteristics (AFC) of the 

RLC low-pass filter at t1=3.14 microsecond 
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Рис. 3.  ЛАЧХ RLC фильтра нижних частот при t1=3.14 мкс 
Fig. 3.  Logarithmic AFC of the RLC low-pass filter at 

t1=3.14 microsecond 

 
Рис. 4.  ФЧХ RLC фильтра нижних частот при t1=3.14 мкс

 
 

Fig. 4.  Phase frequency characteristics (PFC) of the RLC 
low-pass filter at t1=3.14 microsecond 

Величина интегральной ошибки аппроксимации 

АЧХ аналогового прототипа цифровой моделью 

зависит от выбора частоты дискретизации. Как 

следует из рис. 2, 3, при 1 рез
1

16
t T =  резонансную 

характеристику аппроксимируют только методы 

Тастина и расширенной билинейной аппроксима-

ции, однако по свойству цифровых фильтров в об-

ласти высоких частот имеют место фиктивные ре-

зонансы, не свойственные физике аналогового про-

тотипа. Методы левой и правой разностей при t1 
только указывают на признаки возникновения ре-

зонанса в окрестности резонансной частоты, но не 

дают информации о его амплитуде. Изменение фа-

зы на выходе динамической системы, согласно 

рис. 4, достаточно точно аппроксимируется ФЧХ 

аналогового прототипа для моделей, построенных 

методами Тастина и расширенной билинейной ап-

проксимации. Аппроксимация ФЧХ методами ле-

вой и правой разностей происходит только до ча-

стоты резонанса. 

Увеличение периода дискретизации до 

2 рез
1

6
t T = , согласно рис. 5, 6, приводит к «сглажи-

ванию» АЧХ цифровых моделей, соответствующих 

методам левой и правой разностей, что ведет к ис-

кажению информации не только об амплитуде и 

частоте резонанса, но и о факте его наличия в эта-

лонной модели в целом. Методы Тастина и расши-

ренного билинейной аппроксимации сохраняют 

информацию о величине резонанса, однако иска-

жают представление о местоположении резонанса 

на АЧХ, а также возрастает число фиктивных резо-

нансов в высокочастотной области вследствие уве-

личения числа повторений АЧХ. Кроме того, сни-

жение частоты дискретизации ведет к меньшему 

диапазону аппроксимации ФЧХ аналоговых прото-

типов цифровыми моделями (рис. 7). Для моделей 

на основе методов Тастина и расширенной били-

нейной аппроксимации характерно не только иска-

жение ФЧХ в высокочастотной области, но и иска-

жение информации о диапазоне изменения фазы 

сигнала на выходе фильтра. 

 
Рис. 5.  АЧХ RLC фильтра нижних частот при t2=8.4 мкс 
Fig. 5.  AFC of the RLC low-pass filter at t2=8.4 microsecond 
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Рис. 6.  ЛАЧХ RLC фильтра нижних частот при t2=8.4 мкс 
Fig. 6.  Logarithmic AFC of the RLC low-pass filter at t2=8.4 

microsecond 

 

Рис. 7.  ФЧХ RLC фильтра нижних частот при t2=8.4 мкс 
Fig. 7.  PFC of the RLC low-pass filter at t2=8.4 microsecond 

Применение распространенных в практике зна-

чений периода дискретизации приводит к большему 

«сглаживанию» АЧХ цифровых моделей для мето-

дов левой и правой разностей вплоть до вырождения 

в прямую. Цифровые модели для методов Тастина и 

расширенной билинейной аппроксимации демон-

стрируют появление более одной кривой резонанса 

на АЧХ в диапазоне частот до эталонной резонанс-
ной частоты. ФЧХ моделей для данных методов ха-

рактеризуется появлением фиктивных инверсий фа-

зы сигнала как в области высоких частот, так и в 

диапазоне до резонансной частоты. 

 

Рис. 8.  АЧХ RLC фильтра нижних частот при t3=50 мкс 
Fig. 8.  AFC of the RLC low-pass filter at t3=50 microsecond 

 

Рис. 9.  ЛАЧХ RLC фильтра нижних частот при t3=50 мкс 
Fig. 9.  Logarithmic AFC of the RLC low-pass filter at t3=50 

microsecond 

Для оценки границ применимости рассмотрен-

ных методов построения цифровых моделей вы-

полним расчет интегральной погрешности σ невяз-

ки аппроксимации АЧХ для каждого из методов 

относительно эталонной АЧХ аналогового прото-

типа методом трапеций: 
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где n – порядковый номер наибольшей частоты ок-

на просмотра max; i = 1, 2, …, n; Aэт() – эталонная 

АЧХ аналогового прототипа; Aдискр() – АЧХ циф-

ровой модели ФНЧ. 

 

Рис. 10.  ФЧХ RLC фильтра нижних частот при t3=50 мкс
 
 

Fig. 10.  PFC of the RLC low-pass filter at t3=50 microsecond 

Диапазон частот повторения АЧХ цифровых мо-

делей зависит от периода дискретизации. Следова-

тельно, оценку интегральной погрешности выполним 

для всех выбранных периодов дискретизации. Диапа-

зон интегрирования выберем от нижней границы ок-

на просмотра до верхней границы и в ее окрестности.  

Результаты расчета сведены в таблицу.  

Анализ полученных результатов из таблицы по-

казывает, что при уменьшении периода дискрети-

зации и окна просмотра (диапазона интегрирова-

ния) интегральная ошибка снижается. 
 
Обсуждение результатов 

Более высокая интегральная погрешность мето-

дов Тастина и расширенной билинейной аппрокси-

мации в сравнении с методами левой и правой раз-

ностей является следствием «размножения» резо-

нансных кривых в области высоких частот. Сниже-

ние частоты дискретизации ведет к увеличению по-

вторений АЧХ цифровых моделей, а значит, к 

большему накоплению погрешности аппроксимации 

эталонной АЧХ в области высоких и средних частот. 

В свою очередь, интегральная погрешность аппрок-

симации АЧХ методами левой и правой разностей 

обусловлена только отсутствием аппроксимации 

резонансной характеристики эталонной модели. При 

уменьшении окна просмотра интегральная погреш-

ность методов Тастина и расширенной билинейной 

аппроксимации стремится к значениям погрешности 

для методов правой и левой разностей. 

Для принятых параметров схемы замещения ка-

бельной линии как RLC-фильтра низких частот при 

периоде дискретизации 1 рез

1
3,14

16
t T = =

 
мкс ре-

комендованная верхняя граница применимости ме-

тодов левой и правой разностей составляет порядка 

105 рад/с (0,8ωрез), для метода Тастина – 1,5∙106 

(12ωрез), расширенной билинейной аппроксимации – 

6∙105 рад/с (4,8ωрез).  

Таблица.  Интегральная погрешность аппроксимации АЧХ вариантов построения цифровой модели RLC фильтра 
нижних частот, % 

Table.  Approximation integral error of the frequency response for options of constructing a digital model of an RLC low-
pass filter, % 

t, мкс 

Окно просмотра, 
рад/c 

View window, 
rad/s 

Метод левой 
разности 

Left difference 
method 

Метод правой 
разности 

Right difference 
method 

Метод 
Тастина 

Tustin method 

Метод расширенной билинейной 
аппроксимации 

Method of extended bilinear  
approximation 

1 рез

1
3,14

16
t T = =  

[ωmin; ωmax] 212,7 206,4 296,2 400,5 
[ωmin; 0,5ωmax] 100 100,8 110,7 152,7 

[ωmin; 0,25ωmax] 45,9 48,8 17,5 28,1 

2 рез

1
8,4

6
t T = =  

[ωmin; ωmax] 416,4 405,7 806,8 1444,1 

[ωmin; 0,5ωmax] 206,9 203 361,6 630,5 

[ωmin; 0,25ωmax] 126,8 125,5 213,3 341 

t3=50 

[ωmin; ωmax] 593,1 588 941,1 598,9 
[ωmin; 0,5ωmax] 308,2 305,8 483,8 317,7 

[ωmin; 0,25ωmax] 166,8 165,8 256,2 178,1 
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При 2 рез

1
8,4

6
t T = =

 
мкс рекомендованная верх-

няя граница применимости для методов левой и 

правой разности также составляет порядка 105 рад/с 

(0,8ωрез), для метода Тастина – 5∙105 рад/с (4ωрез), 

расширенной билинейной аппроксимации – 

2∙105 рад/с (1,6ωрез). Для периода дискретизации 

t3=50 мкс рекомендованная верхняя граница при-

менимости для методов левой и правой разности для 

каждого метода 4,5∙104 рад/с (0,36ωрез). 

Необходимо отметить, что рекомендованные 

границы применимости методов выбирались из со-

ображения ограничения интегральной погрешности 

в пределах 20 %. Выбор рабочего диапазона частот 

зависит от конкретной задачи, а также спектрально-

го состава сигналов в динамической системе. Тем не 

менее увеличение периода дискретизации и рабочей 

области частот будет приводить к росту интеграль-

ной погрешности аппроксимации АЧХ и искажени-

ям реального сигнала в частотной области. 
 

Заключение 
Анализ частотных характеристик вариантов по-

строения цифровых моделей показывает, что реаль-

ный диапазон применимости методов в простран-

стве частот ограничен точностью аппроксимации 

амплитудно-фазовой характеристики аналогового 

прототипа. На основе сравнительного анализа ос-

новным методом построения цифровых моделей для 

большинства инженерных задач может быть реко-

мендован метод Тастина, демонстрирующий боль-

шую точность аппроксимации частотных характери-

стик в области низких и средних частот.  

Тем не менее вывод о высокой точности ап-

проксимации методов построения цифровых моде-

лей в низкочастотной области справедлив только 

при допущении о стационарности динамической 

системы. Появление признаков нестационарности, 

зашумленности в измерительных каналах будет 

приводить к расхождению в интегральном смысле 

между дискретными моделями и их аналоговыми 

прототипами. Если моделируемые динамические 

системы стационарны и нет повышенных требова-

ний к точности модели, применение дискретных 

моделей обоснованно для данных допущений. 

В случаях, если динамическая система проявля-

ет признаки нестационарности [18], в измеритель-

ных каналах наблюдаются отклонения, связанные с 

инерционностью и шумовыми процессами, пред-

ставляющими собой аддитивную смесь белого шу-

ма и импульсных помех [19], предъявляются осо-

бые требования к построению регуляторов (напри-

мер, прогнозные системы управления, наличие 

адаптивных алгоритмов, повышенные требованию 

по ресурсосбережению и энергоэффективности 

[20]), авторы рекомендуют обратить внимание на 

аналитические модели [21–24]. Дополнительной 

возможностью частично преодолевать проблемы, 

связанные с нестационарностью динамических 

объектов при использовании дискретных моделей, 

является применение как классических фильтров 

Калмана, так и их модификаций (например, расши-

ренный фильтр Калмана [25, 26]). 

Получение информации с реальной динамиче-

ской системы в дискретном виде не означает, что 

модель динамической системы также обязательно 

должна быть дискретной. Аналитические модели 

являются более гибким средством исследования 

динамических систем, позволяющим применять 

математический аппарат, недоступный при исполь-

зовании дискретных моделей [25]. Так, например, 

для компенсации искажения информации о реаль-

ных значениях области частот, соответствующих 

резонансной характеристике, можно использовать 

априорную информацию о параметрах RLC-

фильтра низких частот как компонента электротех-

нических комплексов. Данное обстоятельство так-

же указывает на необходимость использования 

аналитических методов и моделей для анализа ди-

намических процессов. 
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