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Аннотация. Удовлетворение постоянно возрастающих требований к бездатчиковому электроприводу со стороны 
технологических процессов может быть достигнуто путем применения цифровых двойников, представляющих со-
бой цифровую (дискретную) модель динамической системы. Применение дискретных моделей всегда влечет за со-
бой как некоторую потерю точности во временной области, так и искажения в частотной. Для сохранения точност-
ных свойств модели частота дискретизации должна выбираться из соображений соблюдения требований теоремы 
Котельникова–Шеннона–Найквиста. Однако на практике выбор периода дискретизации ограничивается вычисли-
тельной мощностью цифрового сигнального процессора. Как правило, основным элементом компонентов электро-
технических комплексов является апериодическое звено первого порядка. Вследствие этого целью статьи является 
определение границ применимости в частотной области существующих способов перехода в Z-область методом 
аналоговых прототипов путем проведения сравнительного анализа интегральной погрешности аппроксимации 
частотных характеристик аналогового прототипа цифровыми моделями апериодического звена для каждого из спо-
собов. Установлено, что увеличение периода дискретизации ведет к расхождению между цифровыми моделями и их 
аналоговыми прототипами в смысле интегральной погрешности для любой верхней границы окна просмотра в об-
ласти средних и высоких частот. Это, в свою очередь, приводит к потере информации о таких физических процессах 
в реальной системе, как диапазон полосы пропускания или изменение фазы сигнала на выходе динамической си-
стемы. При соответствующих допущениях о стационарности динамической системы в качестве основного метода 
построения цифровых моделей для большинства инженерных задач может быть рекомендован метод Тастина. Од-
нако при появлении признаков нестационарности динамической системы или повышенных требованиях к синтезу 
регуляторов, по мнению авторов, стоит обратить внимание на аналитические модели динамических систем.  

Ключевые слова: цифровая модель, апериодическое звено, Z-преобразование, амплитудно-частотные характери-
стики, фазо-частотные характеристики, метод Тастина, интегральная погрешность 
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Abstract. Meeting the ever-increasing requirements for sensorless electric drives from technological processes can be achieved 
through the use of digital twins, which are a digital (discrete) model of a dynamic system. The use of discrete models always en-
tails both some loss of accuracy in the time domain and distortion in the frequency domain. To preserve the accurate properties 
of the model, the sampling frequency must be chosen to comply with the requirements of the Kotelnikov–Shannon–Nyquist the-
orem. However, in practice, the choice of sampling period is limited by the processing power of the digital signal processor. As a 
rule, the main element of the components of electrical engineering complexes is a first-order aperiodic link. As a result, the aim of 
the paper is to determine the limits of applicability in the frequency domain of existing methods of transition to the Z-region 
using the analog prototype method by conducting a comparative analysis of the integral error in approximating the frequency 
characteristics of the analog prototype with digital models of the aperiodic link for each of the methods. It was established that 
an increase in the sampling period leads to a discrepancy between digital models and their analogue prototypes in terms of the 
integral error for any upper limit of the viewing window in the mid and high frequencies. This, in its turn, leads to the loss of 
information about such physical processes in a real system, such as the bandwidth range or the change in the phase of the signal 
at the output of a dynamic system. With appropriate assumptions about the stationarity of the dynamic system, the Tustin meth-
od can be recommended as the main one for constructing digital models for most engineering problems. However, when signs of 
non-stationarity of a dynamic system appear or increased requirements for the synthesis of regulators, according to the authors, 
it is worth paying attention to analytical models of dynamic systems. 
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Введение 

В настоящее время сложившаяся тенденция к 

усложнению технологических процессов производств 

влечет за собой увеличение требований к электриче-

скому приводу по качеству переходных процессов и 

точности регулирования в смысле астатизма системы. 

Не менее важным фактором становится способность 

системы управления адаптироваться к изменению тех-

нологических режимов производства, а также к флук-

туациям внутренних параметров непосредственно 

электропривода (изменение сопротивления и индук-

тивности, момента инерции, появление различных де-

фектов) [1]. С точки зрения классической теории авто-

матического управления асинхронные и синхронные 

электроприводы являются не только нелинейными, но 

и нестационарными динамическими системами. 

При этом в последние годы особенно актуаль-

ным вопросом стало применение бездатчиковых 

электроприводов, что связано с их более простым 

техническим исполнением и меньшими экономиче-

скими затратами. Для обеспечения соответствия 

бездатчикового автоматизированного электропри-

вода высоким требованиям современных техноло-

гических процессов, по мнению ряда ученых [2–4], 

стоит обратить внимание на применение цифровых 

двойников [5]. Цифровые двойники электродвига-

телей находят применение в системах управления 

[6, 7], в том числе в нестационарных и нетиповых 

режимах [8], задачах идентификации электропри-

вода [9, 10], для идентификации дефектов и про-

гнозирования жизненного цикла электропривода 

[11, 12]. 



Известия Томского политехнического университета. Промышленная кибернетика. 2024. Т. 2. № 2. С. 17–28 
Глазырин А.С. И др. Сравнительный анализ частотных характеристик вариантов построения цифровых моделей ...  

19 

Вопросы разработки цифровых двойников объ-

ектов электротехнических комплексов неразрывно 

связаны с проблемами построения их цифровых 

моделей. Под цифровой моделью следует понимать 

дискретную математическую модель динамической 

системы, полученную применением к системе 

дифференциальных уравнений прямого преобразо-

вания Лапласа с последующим Z-преобразованием. 

Приближенный переход из p-области в Z-область 

выполняется с помощью метода аналоговых прото-

типов – путем замены оператора Лапласа p на не-

которое дробно-рациональное выражение от пере-

менной z [13]. Однако такой подход всегда влечет 

за собой некоторую потерю точностных свойств 

модели реальной динамической системы [14]. 

Кроме снижения точности во временной обла-

сти, переход к дискретным моделям ведет к иска-

жениям информации о поведении объекта в ча-

стотной области. Амплитудно-частотные характе-

ристики (АЧХ) цифровых фильтров также являют-

ся периодическими функциями, причем период 

повторения АЧХ зависит от периода дискретизации 

сигнала t [13]. Кроме того, при повторениях АЧХ 

возможно возникновение эффекта элайсинга, за-

ключающегося в наложении периодических спек-

тров дискретного сигнала [15] при построении 

цифровых моделей апериодических звеньев. 

Апериодические звенья входят как в математи-

ческие модели компонентов электротехнических 

комплексов, например, в моделях электродвигате-

лей, длинных кабелей, трансформаторов и т. д., так 

и в математическое описание цифровых регулято-

ров [16], настраиваемых математических моделей 

наблюдателей скорости электропривода [17]. Точ-

ностные свойства цифровых моделей напрямую 

зависят от выбора периода дискретизации. При 

этом наибольшее значение частоты дискретизации 

зависит от вычислительной мощности цифрового 

сигнального процессора, следовательно, возникает 

вопрос о границах применимости различных мето-

дов перехода в Z-область при построении цифро-

вых моделей апериодических звеньев. 

 
Постановка задачи и методы исследования 

Рассмотрим дифференциальное уравнение про-

стейшей RL-цепи (рис. 1) и представим его с по-

мощью прямого преобразования Лапласа при нуле-

вых начальных условиях в виде апериодического 

звена W(p) с входным сигналом напряжения u(t) и 

выходным сигналом тока i(t):  

 
( ) ( ) ( ),

d
u t L i t R i t

dt
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где p – оператор Лапласа; L – индуктивность цепи, 

Гн; R – активное сопротивление цепи, Ом; W(p) – 

передаточная функция апериодического звена. 

LR

u(t)

i(t)
 

Рис. 1.  Принципиальная электрическая схема RL-цепи 
(апериодического звена) 

Fig. 1.  Schematic electrical diagram of the RL circuit (ape-
riodic unit) 

В качестве объекта исследования рассмотрим 

якорную цепь двигателя постоянного тока незави-

симого возбуждения (ДПТ НВ), математическая 

модель электромагнитных процессов в режиме не-

подвижного ротора которого описывается уравне-

нием (1). Параметры якорной цепи ДПТ НВ 

2ПФ180МГ R=0,046 Ом, L=0,68 мГн [18]. 

Проанализируем наиболее распространенные под-

ходы к построению цифровых моделей методом анало-

говых прототипов. Аппроксимация оператора Лапласа p 

методом левых прямоугольников, правых прямоуголь-

ников и методом Тастина соответственно [13]: 

1 1 2 1
, , .

1

z z z
p p p
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      

Рассмотрим также вариацию метода Тастина 

при аппроксимации натурального логарифма двумя 

членами ряда Тейлора – расширенная билинейная 

аппроксимация: 
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Цифровые передаточные функции для методов 

левой и правой разностей, Тастина и расширенной 

билинейной аппроксимации соответственно: 
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Проведем сравнительный анализ амплитудно- и 

фазо-частотных характеристик цифровых моделей 

апериодических звеньев, полученных каждым из 

методов для двух вариантов периодов дискретиза-

ции: 1 a
1

16
t T   и 2 a

1

4
t T  , где Tа – постоянная 

времени апериодического звена, a
L

T
R


. 

Окно про-

смотра принято равным 
a a

1 2 2
;  64

64 T T

  
 
 

 (рис. 2–7). 

 
Построение частотных характеристик  
цифровых моделей апериодических звеньев 

Эталонные АЧХ, логарифмическая АЧХ (ЛАЧХ) и 

фазо-частотная характеристика (ФЧХ) апериодическо-

го звена построены согласно следующим выражениям: 

1
( ) ( ) ,

1
( ) arg ( ) arg .

A W j
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Частотные характеристики цифровых моделей 

были получены заменой z=ejt. Выражения АЧХ 

цифровых моделей апериодического звена для ме-

тодов левой и правой разностей, Тастина и расши-

ренной билинейной аппроксимации соответственно: 
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Рис. 2.  АЧХ апериодического звена при 1 a
1
16

t T   

Fig. 2.  Amplitude frequency characteristics (AFC) of the aperiodic unit at 1 a
1
16

t T   
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Рис. 3.  ЛАЧХ апериодического звена при 1 a
1
16

t T   

Fig. 3.  Logarithmic AFC of the aperiodic unit at 1 a
1
16

t T   

 

Рис. 4.  ФЧХ апериодического звена при 1 a
1
16

t T   

Fig. 4.  Phase frequency characteristics (PFC) of the aperiodic unit at 1 a
1
16

t T   
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Рис. 5.  АЧХ апериодического звена при 2 a
1

4
t T   

Fig. 5.  AFC of the aperiodic unit at 2 a
1

4
t T   

 

Рис. 6.  ЛАЧХ апериодического звена при 2 a
1

4
t T   

Fig. 6.  Logarithmic AFC of the aperiodic unit at 2 a
1

4
t T   
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Рис. 7.  ФЧХ апериодического звена при 2 a
1

4
t T   

Fig. 7.  PFC of the aperiodic unit at 2 a
1

4
t T   

Для оценки границ применимости рассмотрен-

ных методов построения цифровых моделей вы-

полним расчет интегральной погрешности σ невяз-

ки аппроксимации АЧХ для каждого из методов 

относительно эталонной АЧХ аналогового прото-

типа методом трапеций: 
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где n – порядковый номер наибольшей частоты ок-

на просмотра max; i = 1,2,…,n; Aэт() – эталонная 

АЧХ аналогового прототипа; Aдискр() – АЧХ циф-

ровой модели апериодического звена. 

Диапазон частот повторения АЧХ цифровых 

моделей зависит от периода дискретизации. Следо-

вательно, оценку интегральной погрешности вы-

полним для всех выбранных периодов дискретиза-

ции. Диапазон интегрирования выберем от нижней 

границы окна просмотра до верхней границы и в ее 

окрестности.  

Результаты расчета сведены в таблицу.  

Интегральная погрешность АЧХ цифровых мо-

делей при уменьшении окна просмотра снижается. 

Наименьшую погрешность во всех диапазонах рас-

чета демонстрирует метод Тастина, полученный 

путем разложения экспоненты в ряд Тейлора с уче-

том первого члена ряда. Увеличение количества 

членов ряда для получения метода расширенной 

билинейной аппроксимации не позволяет увели-

чить точность аппроксимации АЧХ. 

 
Обсуждение результатов 

Характерной особенностью цифровых филь-

тров, как видно из рис. 2, 3, является появление 

фиктивных полос пропускания, что обусловлено 

свойством периодичности спектра дискретных сиг-

налов.  
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Таблица.  Интегральная погрешность аппроксимации АЧХ вариантов построения цифровой модели апериодическо-
го звена, % 

Table.  Approximation integral error of the frequency response for options of constructing a digital model of the aperiodic 
unit, % 

t,c 

Окно просмотра, 
рад/c 

View window, 
rad/s 

Метод левой  
разности  

Left difference 
method 

Метод правой 
разности  

Right difference 
method 

Метод 
Тастина 

Tustin 
method 

Метод расширенной билинейной  
аппроксимации  

Method of extended bilinear approximation 

a
1

16
T

 
[ωmin; ωmax] 502,4 474,8 423,6 556,9 

[ωmin; 0,5ωmax] 235,8 221,3 202,2 274,3 
[ωmin; 0,25ωmax] 89,3 82,1 80,8 117,7 

a
1

4
T  

[ωmin; ωmax] 1753,8 1452,1 1273,4 1632,3 

[ωmin; 0,5ωmax] 935,0 768,6 677,7 878,7 

[ωmin; 0,25ωmax] 485,5 393,6 351,9 464,9 

 

При этом для методов левой и правой разностей 

характерны гладкие переходы между повторениями 

АЧХ, в то время как методы Тастина и расширен-

ной билинейной аппроксимации демонстрируют 

появление четко выраженных границ между повто-

рениями АЧХ. В первом случае данное явление 

объясняется появлением эффекта элайсинга, то 

есть наложением друг на друга повторений АЧХ. 

Негативная особенность данного эффекта связана с 

невозвратимой потерей некоторой части информа-

ции, находящейся на границе одного повторения 

АЧХ, поскольку на сигнал одной частоты наклады-

вается сигнал, принадлежащий в действительности 

другой части спектра. 

Анализ рис. 4 показывает, что диапазон аппрок-

симации методов Тастина и расширенной билиней-

ной аппроксимации выше, чем у методов левой и 

правой разности. Однако фазо-частотные характе-

ристики цифровых фильтров также принимают вид 

периодических функций и, кроме того, приводят к 

возникновению фиктивных инверсий фазы сигнала 

на выходе фильтра, что противоречит физике ре-

альных процессов в динамической системе. 

Наибольшую точность аппроксимации АЧХ 

аналогового прототипа, как следует из анализа таб-

лицы, демонстрирует метод Тастина во всех вари-

антах окна просмотра (границ интегрирования). 

Метод расширенной билинейной аппроксимации 

не только не позволяет достичь более высокой точ-

ности аппроксимации, но и показывает худшие ре-

зультаты в сравнении с остальными методами. 

Уменьшение частоты дискретизации, как следует 

из рис. 5, 6, влечет за собой увеличение искажений в 

частотной области и количества повторений АЧХ в 

выбранном диапазоне окна просмотра. Кроме того, 

снижается диапазон аппроксимации эталонной АЧХ 

цифровыми моделями. Более того, методы левой и 

правой разности демонстрируют некоторое откло-

нение от АЧХ аналогового прототипа в диапазоне 
непосредственно полосы пропускания реального 

фильтра. Аналогичные процессы выполняются и для 

фазо-частотных характеристик (рис. 7). 

При увеличении периода дискретизации в 4 раза 

с 1 a
1
16

t T   до 2 a
1

4
t T   интегральная погреш-

ность методов Тастина и правой разности на всем 

окне просмотра возросла в 3 раза, метода левой 

разности – в 3,5 раз. При уменьшении верхней гра-

ницы окна просмотра до 0,25ωmax интегральная по-

грешность метода Тастина увеличилась в 4,36 раза, 

методов правой и левой разности, соответственно, 

– в 4,8 и 5,4 раза. Из этого следует, что границы 

применимости методов построения цифровых мо-

делей сильно зависят от выбора периода дискрети-

зации, и с увеличением последнего возникают до-

полнительные искажения в части спектра средних 

частот, где при меньшем периоде дискретизации 

наблюдалась высокая точность аппроксимации 

эталонной АЧХ. 

 
Заключение 

Анализ частотных характеристик вариантов по-

строения цифровых моделей апериодических зве-

ньев компонентов электротехнических комплексов 

показывает, что реальный диапазон применимости 

методов в пространстве частот ограничен точно-

стью аппроксимации амплитудно-фазо-частотных 

характеристик аналогового прототипа. На основе 

сравнительного анализа основным методом по-

строения цифровых моделей для большинства ин-

женерных задач может быть рекомендован метод 

Тастина, демонстрирующий большую точность 

аппроксимации частотных характеристик в области 

низких и средних частот.  

Однако высокая точность аппроксимации ча-

стотных характеристик аналогового прототипа в 

низкочастотной области характерна для методов 

построения цифровых моделей только при допу-

щении о стационарности динамической системы. 

Появление признаков нестационарности, наличие 

шумовых составляющих в измерительных каналах 

будет приводить к расхождению в смысле инте-
гральной погрешности между цифровыми моделя-

ми и их аналоговыми прототипами. В случае, если 
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динамические системы стационарны и нет повы-

шенных требований к точности модели, для дан-

ных допущений применение дискретных моделей 

возможно. 

Тем не менее, если динамическая система имеет 

признаки нестационарных систем [19], исследуют-

ся модели импульсных трансформаторов [20], в 

измерительных каналах присутствуют отклонения, 

связанные с его инерционностью и появлением 

шумовых процессов, представляющих собой адди-

тивную смесь белого шума и импульсных помех 

[21], а также, если к построению регуляторов 

предъявляются особые требования (разработка 

прогнозных систем управления, наличие адаптив-

ных алгоритмов, повышенные требования по энер-

го- и ресурсосбережению [22]), имеет смысл, как 

считают авторы, обратить внимание на аналитиче-

ские модели [22–25]. В ином случае частично пре-

одолевать проблемы, связанные с нестационарно-

стью динамических объектов при использовании 

дискретных моделей, можно с применением как 

классических фильтров Калмана, так и их модифи-

каций (например, расширенный фильтр Калмана 

[26, 27]). 

Дискретное представление информации, полу-

чаемой с реальной динамической системы, не озна-

чает, что модель системы также должна быть дис-

кретной. Более гибким инструментом моделирова-

ния и исследования нестационарных динамических 

систем являются аналитические модели, дающие 

возможность использовать математический аппа-

рат теории автоматического управления в непре-

рывном времени, что недоступно при использова-

нии дискретных моделей [28]. 
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