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Аннотация. Классический подход к моделированию широтно-импульсных преобразователей, питающих двигатель 
постоянного тока с независимым возбуждением, линейным дифференциальным уравнением первого порядка поз-
воляет существенно упростить и ускорить расчет динамической системы. Однако при этом теряется информация о 
высокочастотных физических процессах, протекающих в реальной системе. В статье предложена аналитическая 
модель динамической системы «широтно-импульсный преобразователь – двигатель постоянного тока с независи-
мым возбуждением» с представлением модели широтно-импульсного преобразователя как прямоугольного сигна-
ла, получаемого в виде суммы задержанных функций Хевисайда. Предложенная аналитическая модель рекомендо-
вана для исследования динамических режимов электроприводов постоянного тока с независимым возбуждением и 
позволяет аналитически применять методы теории автоматического управления к динамической системе, а также 
получать полную информацию о спектральном составе переменных состояния.  
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Abstract. The classical approach to modeling pulse-width converters feeding a DC motor with independent excitation using a 
first-order linear differential equation can significantly simplify and speed up the calculation of a dynamic system. However, 
in this case, information about high-frequency physical processes occurring in a real system is lost. The article proposes an 
analytical model of the dynamic system “pulse-width converter – DC motor with independent excitation” with representation 
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of the pulse-width converter model as a rectangular signal obtained as a sum of delayed Heaviside functions. The proposed 
analytical model is recommended for investigation of dynamic modes of DC motors with independent excitation and allows 
one to analytically apply methods of automatic control theory to a dynamic system, as well as obtain complete information 
about the spectral composition of state variables. 
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Введение 

Электрический привод является одной из важ-

нейших частей практически любого технологиче-

ского процесса. При этом в рамках четвертой инду-

стриальной революции к электроприводу предъяв-

ляются все более жесткие требования по быстро-

действию и точности работы, а также способности 

функционировать с заданными показателями каче-

ства при изменении режима работы технической 

системы. 

В современной литературе для решения данных 

проблем, а также для обеспечения прогнозирования 

работы электропривода в различных режимах и син-

теза оптимальных алгоритмов управления предлага-

ется использовать цифровые двойники электропри-

вода [1–3]. Под цифровым двойником понимается не 

только цифровая модель электропривода, но и сово-

купность двусторонних информационных связей с 

реальным объектом [4]. Следовательно, задачей 

цифрового двойника является идентификация ре-

альной динамической системы на основе наблюдае-

мых переменных состояния, получаемых от датчи-

ков, в том числе и с применением методов машин-

ного обучения для задач диагностики, мониторинга 

и анализа как типовых, так и нештатных динамиче-

ских режимов электроприводов [5, 6]. 

Идентификация динамической системы по из-

мерениям её входа–выхода может быть выполнена 

как в установившихся, так и в переходных режи-

мах. Для установившихся режимов динамических 

систем проблема плохой обусловленности [7] си-

стем уравнений проявляется особенно остро [8]. 

Переходные режимы могут характеризоваться 

сильным уровнем помех [8], в том числе импульс-

ного характера [9]. Следовательно, для выполнения 

идентификации динамической системы необходи-

мо знать некоторую априорную информацию о ее 

поведении. 

Данная проблема также актуальна при разра-

ботке новых типов электродвигателей. Особенно 

остро она проявляется в вопросах проектирования 

и исследования малошумных электроприводов. 
Так, например, известны работы [10, 11] по разра-

ботке электродвигателей с совмещенными обмот-

ками статора, заключающимися в параллельном 

соединении обмотки по схеме «звезда» с обмоткой 

по схеме «треугольник». Преимуществом таких 

конструкций является существенное улучшение 

гармонического состава электрических и магнит-

ных величин электрической машины (магнитодви-

жущая сила и токи статора), снижение потерь 

мощности и т. д. 

Иным подходом к уменьшению высших гармо-

ник в электрических машинах является применение 

для питания электродвигателей автономных инвер-

торов с перемежающейся широтно-импульсной 

модуляцией (ШИМ) [12, 13]. Использование в ал-

горитмах управления преобразователем перемен-

ной ШИМ позволяет поддерживать коэффициент 

пульсаций электромагнитного момента и входных 

токов активного выпрямителя на заданном уровне в 

широком диапазоне изменения нагрузок. 

Приведенные в работах [10–13] спектры элек-

трических и магнитных величин могут быть полу-

чены как непосредственно на физической модели, 

так и на математической в рамках вычислительного 

эксперимента. Во втором случае информацию о 

спектрах электрических величин несут переменные 

состояния динамической системы в дискретном 

времени, полученные методами численного инте-

грирования. 

При этом возникает вопрос выбора шага инте-

грирования, поскольку на модели динамических 

систем в дискретном времени накладываются огра-

ничения, связанные с теоремой Котельникова–

Шеннона–Найквиста [14]. Это означает принципи-

альную невозможность получения информации о 

быстро протекающих процессах в системе, соб-

ственная частота которых больше половины часто-

ты дискретизации. Следовательно, значения высо-

кочастотных составляющих переменных состояния, 

полученных в модели в дискретном времени, могут 

содержать артефакты, вызванные несовершенством 

самой дискретной модели, а не характером и физи-

кой поведения непосредственно динамической си-

стемы. 
Таким образом, понятия «измерения» в вопро-

сах задачи идентификации и решения обратных 
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задач должны трактоваться шире, чем только непо-

средственное измерение физических величин при 

наблюдении за объектом. Под «измерениями» мо-

гут пониматься и результаты вычислительного экс-

перимента, эмпирические и графические зависимо-

сти [15]. Иными словами, при решении задач иден-

тификации находит применение любая априорная 

информация о динамической системе для построе-

ния искомых зависимостей. 

Попытки преодолеть эти проблемы предприни-

мались с разработкой приближенно-аналитических 

методов [16, 17], заключающихся в нахождении 

некоторой аналитической функции, с заданной сте-

пенью точности описывающей динамику процесса 

исследуемой системы. 

Существующие численно-аналитические мето-

ды исследования многомерных динамических си-

стем в первую очередь ориентированы на случаи, 

связанные с решением прикладных задач, требую-

щих вычислений в реальном времени [18]. Приме-

нительно к системам электропривода к ним отно-

сятся задачи параметрической идентификации, 

оценки неизмеряемых переменных состояния ди-

намической системы [19–21]. Тем самым основной 

объем вычислений выносится на предварительный 

этап, несвязанный непосредственно с наблюдением 

за самой динамической системой. 

Среди известных и распространенных в научной 

и инженерной практике приближенно-

аналитических методов можно выделить метод Ча-

плыгина [22], преобразование Гильберта–Хуанга 

[23], включающее в себя эмпирическую модовую 

декомпозицию [24], а также другие методы, осно-

ванные на понимании физики работы динамиче-

ской системы (учет априорной информации) [25]. 

Применение аналитических и приближенно-

аналитических моделей при исследовании линей-

ных динамических систем позволяет не только по-

лучать более полную информацию о спектре сиг-

налов переменных состояния, но и аналитически 

применять весь существующий математический 

аппарат теории автоматического управления к рас-

сматриваемой динамической системе такой как, 

например, матрицы управляемости и наблюдаемо-

сти Грама [26], матрица Якоби и др. 
 
Постановка задачи и методы исследования 

Рассматривается динамическая система «ши-

ротно-импульсный преобразователь – двигатель 

постоянного тока с независимым возбуждением» 

(«ШИП–ДПТ НВ»).  

В классической постановке задачи исследования 

данной динамической системы математическая мо-

дель ШИП имеет вид линейного дифференциаль-

ного уравнения первого порядка и в структурных 

схемах после прямого преобразования Лапласа при 

нулевых начальных условиях представляется про-

стейшим апериодическим звеном первого порядка 

с постоянной времени, равной половине периода 

ШИМ [267]. Использование такого подхода позво-

ляет существенно упростить аналитический расчет 

переходных процессов в динамической системе, 

однако полученные решения не отражают в полной 

мере характер изменения во времени переменных 

состояния. 

В настоящей статье предложено аналитическое 

решение системы дифференциальных уравнений 

динамической системы «ШИП–ДПТ НВ», где 

входной сигнал системы от ШИП представлен 

прямоугольной периодической функцией. 

В работе использованы методы математическо-

го моделирования и операционного исчисления для 

решения систем дифференциальных уравнений, 

методы прямого и обратного преобразования 

Лапласа, методы теории электропривода. 
 
Математическая модель динамической  
системы «ШИП–ДПТ НВ» 

При составлении математической модели дина-

мической системы «ШИП–ДПТ НВ» были приняты 

следующие допущения: 

1) транзисторные ключи ШИП идеальны, пере-

ключения происходят мгновенно; 

2) параметры динамической системы (поток воз-

буждения, активное сопротивление и индуктив-

ность обмотки якоря, приведенный момент 

инерции) постоянны во времени; 

3) реакция якоря полностью скомпенсирована; 

4) насыщение магнитопровода якоря отсутствует. 

Система дифференциальных уравнений (СДУ), 

описывающих динамику двигателя постоянного 

тока с независимым возбуждением в матричном 

виде в нормальной форме Коши [28] имеет вид: 

я
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где iя(t) – ток якоря, А; ω(t) – угловая скорость 

вращения ротора, рад/с; Rя – активное сопротивле-

ние обмотки якоря, Ом; Lя – индуктивность обмот-

ки якоря, Гн; c – конструктивная постоянная ДПТ, 

В/(рад/c); J – приведенный момент инерции элек-

тропривода, кг∙м2; U(t) – входное напряжение, В; 

Mс(t) – статический момент нагрузки, Н∙м; t – вре-

мя, с. 

Получим математическую модель двигателя по-

стоянного тока с независимым возбуждением в опе-

раторном виде с помощью прямого преобразования 

Лапласа с ненулевыми начальными условиями: 
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где p – оператор Лапласа. 

Математическую модель ШИП определим в ви-

де прямоугольного периодического сигнала, пред-

ставляющего собой сумму задержанных функций 

Хевисайда [29]:  
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где N – количество интервалов расчета (удвоенное 

число пульсаций ШИП за расчетный период вре-

мени); k – шаг расчета; Ud – напряжение звена по-

стоянного тока ШИП, В. 

Таким образом, математическая модель в опера-

торной форме исследуемой динамической системы 

«ШИП–ДПТ НВ» в общем случае имеет вид: 
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Представим данную систему линейных алгебра-

ических уравнений в более удобной для анализа 

форме переносом слагаемых с неизвестными в ле-

вую часть, а вектора начальных условий – в пра-

вую: 
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Исследование аналитической модели  
«ШИП–ДПТ НВ» в динамических режимах 

В качестве объекта исследования выберем дви-

гатель постоянного тока с независимым возбужде-

нием марки 2ПФ200L, паспортные параметры ко-

торого представлены в таблице. 

Таблица.  Паспортные параметры ДПТ НВ 2ПФ200L4 

Table.  Passport parameters of DC motor with inde-
pendent excitation 2PF200L4 

Наименование параметра 
Parameter name 

Значение 
Value 

Номинальное напряжение Uном, В 
Rated voltage Uном, V 

440 

Номинальная мощность P2, кВт 
Rated power P2, kW 

42 

Номинальная частота вращения nном, об/мин 
Rated rotation frequency nном, rpm 

2360 

Максимальная частота вращения nмакс, об/мин 
Maximum rotation frequency nмакс, rpm 

3500 

Коэффициент полезного действия/Efficiency η % 90,5 
Эквивалентное сопротивление обмотки якоря,  
приведенное к 75 ℃ Rэ, Ом 
Equivalent resistance of armature winding,  
reduced to 75℃ Rэ, Ohm 

0,114 

Индуктивность обмотки якоря L, мГн 
Armature winding inductance L, mH 

2,1 

Приведенный момент инерции J, кг∙м2 
Reduced moment of inertia J, kg∙m2 

0,3 
 

 

Проведем анализ динамики режимов пуска, 

наброса нагрузки и реверса двигателя. Положим 

частоту переключений ШИМ равной fШИМ=1 кГц. 

1. Пуск двигателя на холостом ходу. 

Начальные условия iя(0), (0) и статический мо-

мент нагрузки Mc(0) равны нулю. Математическая 

модель системы «ШИП–ДПТ-НВ» принимает вид: 
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Решение матричного уравнения найдем методом 

Крамера. 
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Образы переменных состояния динамической 

системы: 
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2
2 я

я

я я

шим

2
2 я

я

я я

( )
( ) ,

( )
 ( ) .

I U p p
I p

R c
L p p

L JL

сU p
p

R c
JL p p

L JL



 
= =
  

+ +  


= =

  
+ +  

 

Оригиналы аналитических функций тока и ско-

рости найдем по первой теореме разложения [29]. 

Запишем изображение функции F(p), содержащей в 

себе характеристический полином системы: 
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Поскольку коэффициенты знаменателя рациональ-

ны, предположим случай комплексно-сопряженных 

корней: 
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Решение будем вести путем определения ориги-

налов функций на каждом полупериоде работы 

ШИМ. Запишем выражение для первого участка от 

0 до θ (пуск с нулевыми начальными условиями) по 

первой теореме разложения: 
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Тогда 
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Таким образом, изображения тока и скорости 

имеют вид: 
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Оригинал функции тока: 
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Оригинал скорости найдем по теореме интегри-

рования оригинала: 
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На втором участке от θ до 2θ (собственное дви-

жение динамической системы при ненулевых 

начальных условиях) определители переменных 

для решения методом Крамера: 
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где i(tk), ω(tk) – ток и угловая скорость вращения в 

конце интервала на предыдущем шаге расчета. 

Изображения переменных состояния: 

2
2 я

я я

2
2 я

я я

( )
( )

( ) ,

( ) ( )
( )

( ) .

k
k

I

k k
k

c t
pi t

Li p
R c

p p
L JL

ci t R t
p t

J Lp
R c

p p
L JL










− +


= =


+ +

+ +


= =


+ +

 

Оригиналы функций определим используя тео-

рему о дифференцировании оригинала. Характери-

стический полином на участках собственного дви-

жения системы: 
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Оригиналы функций переменных состояния: 
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На третьем участке расчета от 2θ до 3θ имеем 

пуск с ненулевыми начальными условиями. Изоб-

ражения переменных состояния принимают вид: 
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Воспользовавшись теоремами об интегрирова-

нии и дифференцировании оригиналов, найдем 

оригиналы аналитических функций переменных 

состояния на третьем участке: 
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Очевидно, что выражения для переменных со-

стояния на первом участке являются частным слу-

чаем выражения на третьем, если начальные усло-

вия ω(tk), i(tk) равны нулю. Таким образом, для вы-

числения значения переменных состояния в произ-

вольный момент времени достаточно знать значе-

ния функций на концах предыдущих участков. 

Проведем апробацию полученных функций для 

динамической системы «ШИП–ДПТ НВ». На рис. 1 

представлен переходный процесс по скорости ди-

намической системы с применением полученных 

аналитических функций. 

2. Реверс ДПТ НВ, работавшего на холостом ходу. 

Матричное уравнение динамической системы 

при реверсе в общем случае имеет вид: 
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Решение матричного уравнения аналогично 

предыдущему пункту проводится с помощью раз-

биения решения на участки, равные полупериоду 

ШИМ. Запишем аналитические выражения для пе-

ременных состояния. 

Интервал расчета с приложенным напряжением: 
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Расчет тока и скорости на интервале собственно-

го движения системы при ненулевых начальных 

условиях проводится согласно выражениям (13) и 

(14), соответственно. Построим график переходного 

процесса при реверсе ДПТ НВ, работавшего на хо-

лостом ходу, с применением полученных функций. 
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Рис. 1.  Переходный процесс по скорости в режиме пуска ДПТ НВ на холостом ходу 
Fig. 1.  Transient speed process in starting mode of DC motor with independent excitation at idle run 

 
Рис. 2.  Реверс ДПТ НВ, работавшего на холостом ходу 
Fig. 2.  Reverse of DC motor with independent excitation operating at idle run 
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3. Наброс нагрузки в ДПТ НВ, работавшем на хо-

лостом ходу. 

Матричное уравнение динамической системы 

имеет вид 
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где Mc(tk) – статический момент нагрузки в конце 

интервала на предыдущем шаге расчета 
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Получим изображения функций переменных со-

стояния методом Крамера и их оригиналы, приме-

няя теоремы интегрирования и дифференцирования 

оригиналов: 

Интервал расчета с приложенным напряжением: 
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Интервал собственного движения системы при 

ненулевых начальных условиях: 
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График переходного процесса наброса нагрузки 

в динамической системе «ШИП–ДПТ НВ» приве-

ден на рис. 3. 

Анализ графиков переходных режимов по ско-

рости (рис. 1–3) позволяет сделать вывод о наличии 

высокочастотных составляющих в выходных сиг-

налах скорости динамической системы «ШИП–

ДПТ НВ», связанных с пульсирующим характером 

входного напряжения, что подтверждает коррект-

ность полученных аналитических выражений. 
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Рис. 3.  Наброс нагрузки в ДПТ НВ 
Fig. 3.  Load surge in independently excited DC motor 

Заключение 
Распространенность практики моделирования 

динамической системы «ШИП–ДПТ НВ» с пред-

ставлением ШИП как апериодического звена пер-

вого порядка обусловлена существенным упроще-

нием (редуцированием) математической модели 

системы и, как следствие, повышением скорости 

расчетов как аналитическими, так и численными 

методами. Тем не менее такой подход ведет к поте-

ре информации о высокочастотных процессах, про-

текающих в системе при импульсных входных воз-

действиях. 

Исследование динамической системы электро-

привода при задании входного напряжения в виде 

суммы задержанных функций Хевисайда для более 

корректного представления ШИП с использовани-

ем методов численного интегрирования также не 

позволяет получить информацию о высокочастот-

ных составляющих переменных состояния, по-

скольку на дискретные модели накладываются 

ограничения, связанные с теоремой Котельникова–

Шеннона–Найквиста. 

Несмотря на широкое распространение числен-

ных методов исследования динамических систем, 

позволяющих находить решения систем дифферен-

циальных уравнений для широкого класса инже-

нерных и научно-технических задач с высокой сте-
пенью точности и за приемлемое время, авторы 

считают, что не стоит отказываться от преиму-

ществ аналитического решения, если оно может 

быть получено аналитическими или приближенно-

аналитическими методами. Аналитические выра-

жения для переменных состояния динамических 

систем позволяют применять к ним весь суще-

ствующий аппарат теории автоматического управ-

ления без перехода в дискретное время, а также 

наиболее полно исследовать физические процессы 

в системе без потери информации о высокочастот-

ных составляющих. 

Полученная в статье аналитическая модель ди-

намической системы «ШИП–ДПТ НВ» позволяет 

исследовать различные режимы работы электро-

привода с получением полной информации о всех 

процессах, протекающих в системе, и может быть 

использована при разработке и исследовании но-

вых электродвигателей постоянного тока с незави-

симым возбуждением, в частности, для получения 

спектрального состава выходных параметров. Кро-

ме того, полученные результаты могут быть полез-

ны в рамках задачи совершенствования систем пи-

тания и управления электроприводами постоянного 

тока, а также при аналитическом моделировании и 

исследовании синхронных электродвигателей с 

постоянными магнитами и асинхронных электро-

двигателей в режиме заторможенного ротора. 
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