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Аннотация. Рассматривается преобразование Прони применительно к записям данных электроэнцефалограммы. 
На промежуточном этапе преобразования Прони вычисляются корни полинома, характеризующие частоту и затуха-
ние исследуемого сигнала. Для обрабатываемых рядов из действительных чисел корни полинома Прони всегда бу-
дут комплексно-сопряженными числами. Расположение этих корней внутри единичного круга наглядно характери-
зует преобразованный сигнал. Из исследовательской биометрической базы записей МГУ выбраны записи электро-
энцефалограмм для операторов, находящихся в состоянии покоя и в состоянии выполнения мысленных движений. 
Выполнение для выбранных записей преобразования Прони в скользящем окне с последующим отображением по-
лученных корней полинома Прони внутри единичного круга позволяет выявить паттерны ЭЭГ, отличающие состо-
яние покоя человека от состояния мысленного движения, то есть выделить так называемые мысленные корреляты.  
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Abstract. The Prony transform is considered in relation to recordings of electroencephalogram data. At the intermediate 
stage of the Prony transform, the roots of the polynomial are calculated, characterizing the frequency and attenuation of the 
signal under study. For processed series of real numbers, the roots of the Prony polynomial will always be complex conjugate 
numbers. The location of these roots inside the unit circle clearly characterizes the converted signal. From the research bio-
metric database of MSU records, electroencephalogram records were selected for operators at rest and in a state of perform-
ing mental movements. Performing the Prony transformation for selected records in a sliding window, followed by displaying 
the resulting roots of the Prony polynomial inside the unit circle, makes it possible to identify EEG patterns that distinguish a 
person’s state of rest from the state of mental movement, that is, to identify the so-called mental correlates. 
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Введение 
Для цифровых рядов чаще всего при обработке 

используется метод Фурье и его различные моди-

фикации. При этом спектральное разрешение мето-

да определено длительностью выборки, другими 

словами – размерные значения частот спектра F(ω) 

определяются только шириной окна обработки. 

Не важно, говорим мы при этом о временных рядах 

или о просто неких числовых рядах – для обработ-

ки одного конкретного ряда с одним фиксирован-

ным размером окна набор частот всегда будет один 

и тот же – независимо от положения окна обработ-

ки и, что более важно, независимо от поведения 

значений ряда в окне. Динамические изменения 

функции в скользящем окне будут влиять только на 

значения комплексных амплитуд номеров гармо-

ник ω ряда Фурье, значения гармоник в общем слу-

чае точно подобрать нельзя.  

Иначе обстоит дело при применении преобразо-

вания Прони [1, 2]. Метод Прони является методом 

нелинейной регрессии, ряд авторов для обобщён-

ного метода используют понятие «обобщённый 

метод наименьших квадратов Прони» [3, 4]. При-

менение метода Прони позволяет оценить не толь-

ко амплитуды для отдельных частот, но и опреде-

лять сами частоты, значения фазы и затухания с 

некоторой, наперёд заданной, точностью [5–7].  

Известно несколько характерных примеров ис-

пользования преобразования Прони при обработке 

числовых рядов самого разного генезиса и в самых 

разных областях знаний от геофизики [8, 9] до 

биометрии [10–12]. Метод Прони осуществляет 

приближение числовой последовательности с по-

мощью суммы комплексных экспонент. Получаю-

щиеся при этом комплексные корни характеристи-

ческого полинома полностью характеризуют ис-

следуемый ряд. Настоящая работа посвящена изу-

чению поведения комплексных корней характери-

стического полинома метода Прони.  
 

Описание метода 
Сам метод Прони, в своём современном виде 

наиболее полно изложенный в работе Марпла [2], 

состоит из трёх этапов. На первом этапе выполня-

ется определение параметров линейного предска-

зания с подгонкой имеющихся данных, на втором 

из полученных коэффициентов предсказания фор-

мируется полином и определяются его корни и по 

ним оцениваются частоты и коэффициенты затуха-

ния. На последнем этапе получаются оценки фаз и 

амплитуд членов ряда Прони. 

Число слагаемых ряда в методе Прони не зави-

сит ни от шага наблюдений, ни от интервала обра-

ботки и определяется только значениями ряда. 
Основную формулу преобразования порядка p 

для оценки значения n-го члена ряда будем запи-

сывать в виде [2]: 
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Входящие в формулу (1) функции и параметры 

в общем случае комплекснозначны. Комплексные 

амплитуды hk и комплексные параметры zk опреде-

ляются выражениями: 

 exp( ), exp[( 2 ) ],k k k k k kh A j z j f T       (2) 

где A, θ, α, f – это амплитуда, фаза (в радианах), 

затухание (в с–1) и частота (в Гц) k-го слагаемого 

соответственно.  

Если рассматривать временные ряды из дей-

ствительных чисел, формула (2) для каждой ком-

плексной экспоненты будет содержать её ком-

плексно-сопряжённую пару и ряд (1) примет вид  
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Членов в таком ряде стало в два раза меньше 

(p/2 вместо p) именно в силу комплексной сопря-

женности слагаемых, что, в свою очередь, является 

следствием временных рядов с действительными 

значениями. 

С точки зрения вычислительной преобразование 

Прони разбивается на три шага (четвёртый шаг, 

необязательный в традиционном преобразовании, – 

это вычисление спектральной плотности энергии).  

На первом шаге определяются параметры линей-

ного предсказания (подгонка данных). На втором 

шаге из коэффициентов линейного предсказания 

формируется характеристический полином, корни 

которого zk уже позволяют проводить анализ 

свойств исследуемого сигнала. В этом смысле вто-

рой шаг во многих расчётах может быть последним.  

Полученные на втором шаге преобразования 

корни полинома уже однозначно определяют ко-

эффициенты затухания и частоты синусоид для 

каждого экспоненциального члена, и зачастую эти 

оценки являются финишными в обработке. Но да-

лее можно выполнить следующий шаг преобразо-

вания. На третьем шаге ищутся значения hk как ре-

шение системы линейных уравнений. Это даёт 

оценки амплитуд и фаз синусоид ряда (3). 

Рассмотрим эти этапы несколько более подроб-

но, следуя [2, 3]. 

Уравнение (1) – это прогноз значения x(n) по 

сумме из p значений, 1<p<N, N – общее число значе-

ний, n – текущее значение. Параметр p в данном 

тексте имеет смысл порядка преобразования Прони. 

Выпишем сумму квадратов ошибки этого про-

гноза 
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Для решения задачи подгонки параметров оце-

нивания нужно найти минимум квадрата ошибки 

(4). Это сводится к минимизации сразу по трём па-

раметрам – hk, zk и числу p. Для примера в работе 

[2] рассмотрена модель с одной экспонентой и по-

казано, что даже в таком простейшем случае поиск 

минимума (4) сводится к существенно нелинейной 

задаче.  

Вклад Прони в решение этой нелинейной задачи 

как раз и состоял в том, чтобы заменить нелиней-

ные соотношения (1) такой системой уравнений, в 

которой значение выборки данных x[n] линейно 

зависит от предыдущих p значений.  

Запишем эту линейную зависимость в матрич-

ной форме 

* .T A X             (5) 

Здесь квадратная матрица T имеет размерность 

p*p, вектор коэффициентов линейного предсказа-

ния А имеет размерность p*1, а X – наблюденные 

данные xi в следующей точке, также p*1. 

Важный вычислительный аспект формулы (5) 

состоит в том, что матрица T – тёплицева. Акаде-

мический и практический интерес к тёплицевым 

матрицам с годами не снижается [13], что способ-

ствует применению современных вычислительных 

мощностей при решении задач методом Прони [6]. 

Приведём для ясности и удобства первые две 

строки уравнения (5) 
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Решение системы (5) доставляет нам числа ai – 

это коэффициенты характеристического многочле-

на Прони (6). Это и есть первый шаг алгоритма, его 

первый крупный этап. 

На втором шаге ищутся корни полинома, сфор-

мированного из чисел ai: 

1 2[1] [2] . . . [ ] 0.p p pz a z a z a p           (6) 

По найденным корням zi значения частот f и ко-

эффициентов затуханий α вычисляются следую-

щим образом: 

1ln | | / , с ;

arctg[Im( ) / Re( )] / (2 ), Гц.

i i

i i i

z T

f z z T








    

(7)
 

После вычисления корней полинома наступает 

третий этап преобразования Прони. Он заключа-

ется в формировании элементов матрицы исходно-

го уравнения (1), при этом используются корни, 

полученные на втором этапе. Выпишем полученное 

уравнение в матричной форме  

 Z H X                  (8) 

и приведем первые строки этого уравнения: 
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Уравнение (8) решается относительно парамет-

ров h[1], ...., h[р]. Наконец, амплитуда Ai и началь-

ная фаза θi определяются по найденным значениям 

hi по формулам: 

| | , у. е.;

arctg[Im( ) / Re( )] , рад.

k k

k k k

A h

h h




 
              (9) 

Итак, формулы (7) и (9) доставляют вычисление 

искомых параметров метода Прони – A, θ, α, f – 

амплитуду, фазу, затухание и частоту каждого сла-

гаемого уравнения (1). 

Для данной статьи вычисление корней Прони 

будет проводиться в среде MatLab, кроме того, при 

вычислениях будут использованы программы на 

языке FORTRAN [2, 12]. 

 
Обсуждение результатов 

Рассмотрим некоторые аспекты применения ме-

тода Прони к обработке данных ЭЭГ. Интерес к 

обработке записей ЭЭГ методом Прони обусловлен 

не только сугубо медицинскими аспектами приме-

нения метода [14], но возможностями этого подхо-

да для мультимодальной идентификации [15, 16]. 

Для удобства обратимся к обработке записей 

ЭЭГ из датасета кафедры нейробиологии МГУ [17]. 

На рис. 1 показаны записи электроэнцефало-

граммы одного и того же оператора на электроде F3 

при стандартной расстановке 10–20 для состояния 

покоя (рис. 1, а) и при мысленном движении правой 

рукой (рис. 1, б). На рис. 1, а обозначено скользящее 

окно обработки. Для окна обработки было выполне-

но преобразование Прони, на рис. 2 приводятся пер-

вые четыре члена ряда (1) для N=64 (число значений 

в окне) и p=15 (число членов ряда (1)). 

Первый член ряда (1) при нечётном p – это в 

данном случае затухающая из отрицательных зна-

чений экспонента, на рисунке выглядит как жирная 

сплошная линия, остальные 3 члена – затухающие 

синусоиды. Для большинства обычных временных 

сигналов ряд (1) сходится значительно быстрее, 

чем ряд Фурье.  

Корни полинома, определяющие частоту и зату-
хание каждой из кривых на рис. 2, можно изобра-

зить в комплексной плоскости внутри единичного 

круга.  
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Рис. 1.  Примеры записей ЭЭГ: а) в состоянии покоя (ре-

лаксация); б) при мысленном движении правой 
рукой 

Fig. 1.  Examples of EEG recordings: a) at rest (relaxation); 
б) with mental movement of the right hand 

 
Рис. 2.  Первые члены ряда Прони 
Fig. 2.  First terms of the Prony series 

Единичный круг здесь удобен для дифференци-

ации поведения кривых. Если корень расположен 

на единичном круге – колебание гармоническое 

незатухающее, если корень расположен внутри 

круга – затухающее. В редких для физических кри-

вых случаев корни могут располагаться вне еди-

ничного круга, что характеризует локальное воз-

растание амплитуды электромагнитного импульса 

ЭЭГ. Визуальная предварительная оценка кривых 

ЭЭГ на рис. 1 позволяет предположить, что корни 

полинома Прони для записи с мысленным движе-

нием будут ближе к чисто гармоническим кривым. 

И действительно, если обратиться к рис. 3, на кото-

ром приведена карта корней полинома в малом 

скользящем окне при p=3, то можно видеть, что 

«чёрные» корни лежат либо на круге, либо близко к 

нему, а «серые» корни обладают большим затуха-

нием, ни один из них не попал на единичную 

окружность. Кроме того, частота записей ЭЭГ при 

мысленном движении ниже, чем в состоянии покоя 

(релаксации). 

 
Рис. 3.  Расположение комплексных корней полинома 
Fig. 3.  Location of complex roots of a polynomial 

Заключение 
В работе описано применение преобразования 

Прони для модельных биометрических данных. По-

казаны особенности применения комплексных кор-

ней характеристического полинома Прони. Целью 

работы было продемонстрировать особенности и 

возможности подхода Прони при обработке число-

вых рядов и поведение при этом комплексных корней 

характеристического полинома. Обработка велась на 

примере записей ЭЭГ. Показана возможность соотне-

сения расположения корней полинома внутри еди-

ничного круга с состоянием человека. В рассмотрен-

ном случае выделенные признаки можно рассматри-

вать как корреляты мысленных движений оператора.  
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